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1 引言

在极限理论课程的学习之中，我们讨论当样本量 n 趋向于无穷时，统计量所表现的渐近性
质. 概率论中的各种收敛形式: 依概率收敛，几乎必然收敛，依分布收敛，都是帮助刻画这种渐
近性质的重要工具. 在课程中我们花费了非常多的篇幅去讨论它们，其中依分布收敛是我们非
常关心的一种收敛形式. 无论是借助中心极限定理 (一般的形式或鞅形式的)，还是利用其它手
段，最终的目的是研究渐近分布的存在性以及导出具体形式. 渐近分布这对我们应用上的假设
检验 (设计检验统计量，计算 P 值)，或者评价估计量的渐近方差都是至关重要的.
对于传统的中心极限定理，此时极限分布是正态分布. 但很多情况下，极限分布并不是正

态的分布，例如极值分布，极限分布可能是指数分布或者其他. 在点过程 (The Point Process)
研究中，极限点过程可能是泊松点过程.
回顾一般的依分布收敛的定义 (在 R1 上)

Fn(x) ⇒ F∞(x)

假设分布函数存在，分布的极限如果拓展到高维的情况 (Rk 上)，我们会发现分布函数不一定能
用简单的形式表示出. 例如对于 k 维正态分布，如果协方差矩阵不可逆，此时密度函数不存在，
分布函数很难用简单形式表示出来 (甚至不能够用)，但我们可以借助特征函数来帮助我们描述
这种依分布收敛.
连续性定理 (Continuity Theorem)([1] Resnick[1,Theorem 9.5.2]):
(a) limn→∞ ϕn(t) 存在对任意的 t. 我们将这个极限记作 ϕ∞(t).
(b) ϕ∞(t) 在 0 处连续. 于是存在分布函数 F∞ 我们有:

Fn ⇒ F∞

当我们更加进一步，讨论更加一般的随机元 (例如随机函数等)，我们需要更加广泛的弱收
敛的定义，此时需要如下的 Portmanteau 定理.

Portmanteau Theorem([2]Billingsley [2, Theorem 2.1]): X 是一个完备可分空间，测
度 µ, µn ∈ P (X ). 下列各项等价:

1



• µn
w→ µ 弱收敛;

• Fn(x) → F (x) 对所有 F 的连续点 x. 如果 X = Rd, Fn 是测度 µn 的分布函数，F 是 µ

的分布函数;

• 对任意的开集 G ⊆ X , lim infµn(G) ≥ µ(G);

• 对任意的闭集 F ⊆ X , lim supµn(F ) ≤ µ(F );

•
∫
h dµn →

∫
h dµ ∀h ∈ Cb(X ).

需要注意的是，我们在讨论距离的弱与强之时，实际上是讨论它们所形成的拓扑的强弱，如
果在一种距离 d1 下的收敛蕴含着另一种距离 d2 下的收敛，我们称距离 d1 形成的拓扑比距离
d2 形成的拓扑要强，也就是说 d1 比 d2 强，d2 比 d1 要弱.
我们关注弱收敛，一个重要原因在于弱拓扑要求更少的收敛条件，因此具有更广泛的适用

范围，使得许多随机对象能够建立稳定的极限理论。与此同时，弱收敛往往需要通过适当的距离
进行刻画，而Wasserstein距离由于兼具最优传输结构与概率测度几何性质，在统计推断与机器
学习中得到了广泛应用. 实际上，Portmanteau 定理的最后一条命题就可以是视作为对弱收敛
的度量，我们通过一个具体的实数列的收敛来刻画随机元的弱收敛. 如下这些距离 ([3]Villani)
都是在对弱收敛进行度量:

1.Lévy-Prokhorov 距离 (或称为 Prokhorov 距离):

dP (µ, ν) = inf{ε > 0; ∃X,Y ; infPbd(X,Y ) > εc ≤ ε};

2.The Bounded Lipschitz 距离 (或称为 Fortet-Mourier 距离):

dbL(µ, ν) = sup
{∫

φdµ−
∫

φdν; ‖φ‖∞ + ‖φ‖Lip ≤ 1

}
3.weak-* 距离 (在局部紧的度量空间):

dw∗(µ, ν) =
∑
k∈N

2−k

∣∣∣∣∫ φkdµ−
∫

φkdν

∣∣∣∣
(φk)k∈N 是 C0(X ) 中的稠密序列，值得提及的是，weak-* 距离是最弱的一种距离 (在我们讨论
的这几种距离之中);

4.Toscani 距离 (在 P2 (Rn)) :

dT (µ, ν) = sup
ξ∈Rn\{0}

(∣∣∫ e−ix·ξdµ(x)−
∫
e−ix·ξdν(x)

∣∣
|ξ|2

)
.

(此处我们含蓄的假设了 µ, ν 具有相同的均值, 否则 dT (µ, ν) 可能会无穷; 我们也可以引入 dT

通过改变分母的指数 2. )
5.Wasserstein 距离：
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Polish 度量空间 (X ,d) 上，满足 µ, ν ∈ Pp(X ) 的两个概率测度之间的 p 阶 Wasserstein
距离 (WD) 定义如下

Wp(µ, ν) =

(
inf
π

∫
X ×X

d(x, y)pdπ(x, y)
)1/p

其中 p ∈ [1,∞), 下界 inf 取尽所有在乘积空间 X × X 边际为 µ 和 ν 的联合测度 π .
上述的距离定义都在某些条件下能够和弱收敛等价，本质上它们都是对弱收敛性的度量，

其中Wasserstein距离使用得非常广泛，它方便地运用最优传输理论 (optimal transport)，而且
有非常多的性质.

2 Wp 的渐近分布

现在我们已经是在一个 Polish 空间上讨论问题，依分布收敛已经拓展为一般的弱收敛，上
面以及提到，我们可以用一些距离去度量弱收敛性 (在课堂中也介绍了 Lp 空间和 Skorohod 空
间上的度量).
虽然 Wasserstein 距离具有非常好的性质，但需要注意的是：Wasserstein 拓扑比弱拓扑更

强。因为 Wp(µn, µ) → 0 蕴含 µn ⇒ µ 外加矩收敛。所以它不是“弱收敛的另一种刻画”，而是
在有限 p 阶矩空间上诱导比弱收敛更强的拓扑。另外，Wasserstein 距离的计算是困难的，除了
一些如 X = R1 特殊的情况，Wasserstein 距离是没有显式的表达的，这让我们在研究它的渐
近性时会遇见很大的困难.

Sommerfeld与Munk[4]在有限元素的测度空间导出了Wasserstein距离的渐近性质，Tamel-
ing, Sommerfeld 与 Munk[5] 进一步地将其推广到可数元素的测度空间. 本文主要目标包括：

1. 介绍经验 Wasserstein 距离的渐近分布；

2. 说明无限维线性规划在 Wasserstein 问题中的作用；

3. 阐释 Hadamard 方向微分与 Delta 方法如何用于渐近理论证明。

我将介绍最基本的结果，其他结果以及实例可以阅读 ([4]Sommerfeld and Munk)与 ([5]Tameling,
Sommerfeld and Munk). 首先我们需要介绍 EWD——经验Wasserstein距离 (Empirical Wasser-
stein distance).

µ 与 ν 之间的 Wasserstein 距离 (WD) 一般使用经验测度进行估计:

µ̂n =
1

n

n∑
i=1

δ(Xi), ν̂m =
1

m

m∑
j=1

δ(Yj)

其中 X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ µ, Y1, . . . , Ym

i.i.d.∼ ν, δ(x) 表示在 x 处的 Dirac 测度 (支撑仅在 x 点上).
而 Wp(µ̂n, ν̂m) 就称之为 µ 与 ν 之间的经验 Wasserstein 距离 (EWD).
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我们假设 X = {x1, x2, . . . } 是一个可数空间，并且赋予一个度量 d : X × X → R+. 于
是 X 上的概率测度就是一个无穷维向量 r ，全体的 X 上的概率测度构成了如下集合：

P(X ) =

{
r = (rx)x∈X : rx ≥ 0, ∀x ∈ X ,

∑
x∈X

rx = 1

}

为了刻画极限分布，定义了如下的协方差结构:

Σ(r) =

rx(1− rx) if x = x
′

−rxrx′ if x 6= x
′
.

(1)

定理 1 ([5]Tameling, Sommerfeld and Munk 定理 2.4). 假设 (X , d) 是一个可数元素的空间，
r, s ∈ Pp(X ), p ≥ 1, 且 r̂n 由 X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ r 生成，ŝm 由 Y1, . . . , Ym
i.i.d.∼ s 生成 (与

X1, . . . , Xn 独立). 令 G ∼ N(0,Σ(r)) 为一个高斯过程，其协方差结构 Σ(r)(定义如 (1)).
H ∼ N(0,Σ(s)), 与 G 独立. 满足

∑
x∈X dp(x, x0)

√
rx < ∞,

∑
x∈X dp(x, x

′

0)
√
sx < ∞ 对

存在的 x0, x
′

0 ∈ X 成立. 我们有：
(a) 令 ρn,m = (nm/(n +m))1/2. 若 r = s 且 min(n,m) → ∞ ，m/(n +m) → α ∈ [0, 1]

我们有：

ρn,mW p
p (r̂n, ŝm)

d→ max
λ∈S∗(r)

〈G,λ〉 (2)

(b) 若 r 6= s 且 min(n,m) → ∞ ，m/(n+m) → α ∈ [0, 1] 我们有：

ρn,m(W p
p (r̂n, ŝm)−W p

p (r, s))
d→ max

(λ,µ)∈S∗(r,s)
{
√
α〈G,λ〉+

√
1− α〈H,µ〉} (3)

其中 〈r, λ〉 =
∑

x∈X rxλx，而 maxλ∈S∗(r)〈G,λ〉也可以写成高斯宽度（Gaussian width）的
形式. 我们不难发现除非 S∗(r) 是单点集，极限分布不是正态的. 我们暂时没有详细介绍 S∗(r)

的定义，但在后面我们会详细说明.

备注 1. 1. 定理 1 给出了 r = s 与 r 6= s 两种极限分布的形式，我们可以根据极限分布设计一
个检验，去判别两个测度是否相等. 由于极限分布实际是某个集合上的高斯宽度，导出具体极限
分布是困难的. 所以，在实际工程上我们会用极限分布的上界来代替，详细可参考 ([5]Tameling,
Sommerfeld and Munk 第 3 部分).

2. 我们将
∑

x∈X dp(x, x0)
√
rx < ∞ 称之为可和性 (summability) 条件，我们可以使用一

些替代条件去验证可和性条件，例如在指数分布族中我们可以参考 ([5]Tameling, Sommerfeld
and Munk 定理 2.10).

3 定理 1 的证明

在这一节我们介绍定理 1（即原定理 2.4）的证明过程，特别是运用的方法.
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3.1 弱收敛

首先，我们的底空间是可数空间，X = {x1, x2, . . . } 是一个可数空间，那么它上面的任意
概率测度可以视作为一个无穷维向量 (参照我们前面定义的P(X ))，依据泛函分析的知识，概
率测度的弱收敛可以转换为它的对偶空间上泛函作用上下的数列收敛 (对应 Portmanteau 定理
的最后一条). 下面介绍 l1(X ) 与 l∞(X ) 空间，而 l1(X ) 的对偶空间即为 l∞(X ).

l1(X ) =

{
(ax)x∈X ∈ RX :

∑
x∈X

|ax| < ∞

}

l∞(X ) =

{
(ax)x∈X ∈ RX : sup

x∈X
|ax| < ∞

}
∀rn, r ∈ P(X ) ⊆ l1(X ), rn

w→ r ⇐⇒ 〈rn, λ〉 → 〈r, λ〉, ∀λ ∈ l∞(X )(n → +∞)

实际上，并不是所有P(X ) 的元素都是我们关注的，考虑底空间上定义的距离函数 d，以
及渐近性定理所要求的可和性条件，我们引入如下加权 l1 范数，从而将 l1(X ) 拓展为加权 l1

空间 l1dp
x0
(X )，以及对偶空间加权 l∞ 空间 l∞

d−p
x0

(X ).

‖a‖l1
d
p
x0

=
∑
x∈X

dp(x, x0)|rx|+ |ax0
|

‖a‖l∞
d
−p
x0

= max
(
|ax0

|, sup
x ̸=x0∈X

|d−p(x, x0)ax|
)

l1dp
x0
(X ) =

{
(ax)x∈X ∈ RX : ‖a‖l1

d
p
x0

< ∞
}

l∞
d−p
x0

(X ) =

{
(ax)x∈X ∈ RX : ‖a‖l∞

d
−p
x0

< ∞
}

加权 l1 范数可以拓展到乘积空间 X × X 上，对 ω ∈ Pp(X × X ):

‖ω‖l1
d
p
x0

=
∑

x,x′∈X

dp(x, x0)|ωx,x′ |+ |ωx0,x
′ |

+
∑

x,x′∈X

dp(x
′
, x0)|ωx,x′ |+ |ωx0,x|

注意加权 l1dp
x0
(X ) 空间以及其对偶空间都依赖于 x0 ∈ X .

3.2 无穷维线性规划

因为我们假定了底空间只有可数个元素，Wasserstein 距离可以改写为如下的形式:

W p
p (r, s) = min

ω∈Π(r,s)

∑
x,x′∈X

dp(x, x
′
)ωx,x′
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其中 Π(r, s) =
{
ω ∈ P (X × X ) :

∑
x∈X ωx,x′ = s(x

′
),
∑

x′∈X ωx,x′ = r(x), ∀x, x′ ∈ X
}

也就是如下无穷维线性规划问题:

min
ω∈l1

d
p
x0

(X ×X )

∑
x,x′∈X

dp(x, x
′
)ωx,x′

s.t.
∑
x∈X

ωx,x′ = s(x
′
), ∀x

′
∈ X (4)∑

x′∈X

ωx,x′ = r(x), ∀x ∈ X

ωx,x′ > 0, ∀x, x
′
∈ X

写成矩阵形式就是:

min
ω∈l1

d
p
x0

(X ×X )
f(ω)

s.t. C(ω, (r, s)) ∈ K (5)

C(ω, (r, s)) =


ω

Σ1ω − r

Σ2ω − s


其中 Σ1ω =

∑
x′∈X ωx,x′ , Σ2ω =

∑
x∈X ωx,x′，闭凸集 K = l1dp

x0
(X × X )+ × {0} × {0}.

考虑对偶问题，拉格朗日函数可以写成如下 ((ν, λ, µ) 为拉格朗日乘子)

L(ω, λ, µ) =
∑

x,x′∈X

dp(x, x
′
)ωx,x′ + 〈ν, ω〉+ 〈λ, ωT · 1⃗− r〉+ 〈µ, ω · 1⃗− s〉 (6)

问题 (4) 是一个无穷维的线性规划问题，根据 [6]Bonnans 与 Shapiro(定义 2.163)，这是一个
凸问题. 而且根据 [3]Villani(定理 4.1), 问题 (4) 的最优解一定存在 (但不一定唯一). 根据
[3]Villani(定理 5.10)，我们还可得悉问题 (4) 的强对偶性.

对 s, r ∈ Pp(X ), 我们定义如下两个凸集:

S∗(r, s) =
{
(λ, µ) ∈ l∞

d−p
x0

(X )× l∞
d−p
x0

(X ) : 〈r, λ〉+ 〈s, µ〉 = W p
p (r, s), λx + µx′ ≤ dp(x, x

′
)
}

S∗(r) =
{
λ ∈ l∞

d−p
x0

(X ) : λx − λx′ ≤ dp(x, x
′
), ∀x, x

′
∈ supp(r)

}
(7)

对偶问题的最优解就在这两个凸集之上.

3.3 ∆ 方法 (基于 Hadamard 方向微分)

下面将介绍 Hadamard方向微分的基本定义，以及基于 Hadamard方向微分的 ∆方法.特
别地我们将探讨 Wasserstein 距离的 Hadamard 方向可微性. 这是证明渐近性质的重要一步.
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定义 1 (Hadamard 方向可微性). ([6]Bonnans 与 Shapiro 定义 2.45). U 与 Y 为赋范空间.
一个映射 f : Df ⊆ U → Y 称之为在 u ∈ Df 处 Hadamard 方向可微，当对于任意收敛到 h

的序列 hn 和任意的数列 tn ↘ 0，满足 u+ tnhn ∈ Df 有极限：

f
′

u(h) = lim
n→∞

f(u+ tnhn)− f(u)

tn
(8)

定义 2 (对集合切向的 Hadamard 方向可微性). ([6]). K 是 Df 的子集, f 对 K 切向在 u 处
Hadamard 切向可微的当且仅当对所有收敛到 h 的序列 hn，极限 (8) 存在，hn 具有如下的形
式 hn = t−1

n (kn − u)，其中 kn ∈ K 且 tn → 0. 这个导数是定义在 u 处对 K 的 contingent
(Bouligand) 锥.

TanK(u) =
{
h ∈ U : h = lim

n→∞
t−1
n (kn − u), kn ∈ K, tn ↘ 0

}
定理 2 (∆ 方法). ([7]Romisch 定理 1). K 是 U 的子集, 映射 f : K → Y 满足如下两个条件:

(a) 映射 f 在 u ∈ K 处切向 KHadamard 方向可微，且导数为 f
′

u(·) : TK(u) → Y .
(b) 对每个 n, Xn : Ωn → K 是一组映射，且存在序列 an → +∞ 满足 an(Xn − u)

d→ X

且随机元 X 取值在 TK(u) 上.
于是我们有 an(f(Xn)− f(u))

d→ f
′

u(X).

考虑如下的参数规划问题 Pu，u ∈ U，U 为 Banach 空间，X 为 Hausdorff 拓扑空间，
Φ(u) ∈ X 非空闭集，f : X × U 7→ R 连续:

min
x∈X

f(x, u) s.t. x ∈ Φ (9)

其中可行域为 Φ 与 u 无关，我们用 v(u) 表示最后的最优值.
inf-紧性条件：存在 α ∈ R，紧集 C ⊆ X, 对于 u0 附近的每一个 u，水平集

levαf(·, u) := {x ∈ Φ : f(x, u) ≤ α}

是非空的，并包含在 C 中.
方向正则性 ([6]Bonnans 与 Shapiro 命题 4.12).
(i) 函数 f(x, u) 在 X × U 连续，
(ii) inf-紧性条件成立，
(iii) 对任意的 x ∈ Φ，函数 fx(·) := f(x, ·) 在 u0 方向可微,
(iv) 若 d ∈ U, tn ↓ 0 且 {xn} 是 C 中序列，于是 {xn} 有极限点 x̄ 满足：

lim sup
n→∞

f (xn, u0 + tnd)− f (xn, u0)

tn
≥ f ′

x̄ (u0, d)

最优值函数 v(u) 在 u0 处 Hadamard 可微，且导数为：

v′ (u0, d) = inf
x∈S(u0)

f ′
x (u0, d)
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定理 3. ([6]Bonnans 与 Shapiro 定理 4.24)
(i) 凸性与最优解的存在性：规划问题是凸问题，且最优解存在,
(ii) 方向正则性：对于所有 x0 ∈ S (u0) 在方向 d 满足方向正则性,
(iii) 原问题最优解稳定性：若 un := u0+ tnd+ o (tn), 对序列 tn ↓ 0, 则 (Pun

) 有 o (tn) -最
优解 xn : 序列 {xn} 有极限 (强拓扑意义下) x0 ∈ S (u0)(仍为最优解).
最优值函数 v(·) 在 u0 处是沿着 d Hadamard 方向可微的,

v′ (u0, d) = inf
x∈S(u0)

sup
λ∈Λ(u0)

DuL (x, λ, u0) d

备注 2. 定理 3 将约束的线性规划最优值的 Hadamard 导数的求解，转化为了其拉格朗日函数
的导数求解，再进行 sup 与 inf 运算.

我们定义：

Wp(X ) =

{
r ∈ P :

∑
x∈X

dp(x, x0)rx < ∞

}
.

其中随意取定点 x0 ∈ X，且集合与 x0 的取定无关，该集合表示所有通过距离函数 d 定义的 p

阶矩有限的概率测度 (实际上这里就是与 x0 处的 Dirac 测度之间的 Wasserstein 距离有限的所
有概率测度).
为了应用定理 3，需要验证：(1) Wasserstein 问题对应凸规划；(2) 最优解存在且稳定；(3)

强对偶成立；(4)参数扰动满足方向正则性。由于这些条件已经由 Villani与 Bonnans-Shapiro理
论保证，因此可以推出最优值函数W p

p 具有 Hadamard方向可微性。借助定理 3，我们可以得出
W p

p 是 (Wp(X )×Wp(X ), ‖ ·‖l1
d
p
x0

)到 R+ 的映射, (r, s) 7→ W p
p (r, s)是切向 (Wp(X )×Pp(X ))

Hadamard 方向可微的.
导数定义的 contingent 锥:

D(r, s) = D(r)× D(s)

D(r) :=

{
d ∈ l1dp

x0
(X ) \ {0} :

∑
x∈X

dx = 0, dx ∈ [−rx, 1− rx]

}
由 3.2 节公式 (6)，我们知拉格朗日函数为：

L(ω, (ν, λ, µ), (r, s)) =
∑

x,x′∈X

dp(x, x
′
)ωx,x′ + 〈ν, ω〉+ 〈λ, ωT · 1⃗− r〉+ 〈µ, ω · 1⃗− s〉

在 Fréchet 意义上对 (r, s) 微分，我们用 (d1, d2) 代入，结果是

D(r,s)L(ω, (ν, λ, µ), (r, s))(d1, d2) = −(〈λ, d1〉+ 〈µ, d2〉)

所以 Wasserstein 距离 W p
p (r, s) 在 (r, s) 处的 Hadamard 方向导数为:

(d1, d2) 7→ sup
(λ,µ)∈S∗(r,s)

−(〈λ, d1〉+ 〈µ, d2〉) (10)
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其中 S∗(r, s)(定义见上) 是对偶问题的最优解.
由 [8](推论 1)，当可和性条件满足时，

ρn,m((r̂n, ŝm)− (r, s)) =

(√
m

n+m

√
n(r̂n − r),

√
n

n+m

√
m(ŝm − s)

)
d→ (

√
αG,

√
1− αH) (11)

G、H 为高斯过程 (定义见定理 1).
最后根据 3.3.3 中的 Delta 方法，定理 1 得证，

ρn,m(W p
p (r̂n, ŝm)−W p

p (r, s))
d→ max

(λ,µ)∈S∗(r,s)
{
√
α〈G,λ〉+

√
1− α〈H,µ〉}
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